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Correction DS n°4

Exercice I - Espaces Vectoriels

1. Le programme suivant permet de vérifier si un vecteur X appartient a F. Le résultat donné sera 1
si le vecteur appartient bien a F' et 0 sinon.

x
2. On considere F' = y | eMsi(R)|—2x+y+22=0ety—32=0
z
(a) On vérifie que
— F C M35;(R).
0
— 04+04+2x0=0et0—-3x0=0. Donc 0 €M3’1(R>.
0
I hn
— Soilent X = | 2o | € F,Y =1 y2 | € Fet A € R Onadonc —x;+ x9 + 223 = 0,
T3 Ys
9 —3x3 =0¢et —y; +y2 + 2y3 = 0, yo — 3ys = 0. On étudie
A1+ Y1
)\X+Y: )\ZL’Q—f-yQ
AT3 + Y3
On a alors

—(Az1 +y1) + (Ao + y2) + 2(Axs + y3) = —Az1 — y1 + Aza + yo + X223 + 2y3

= A=21 + 22 + 233) + (=41 + 2 + 2y3)
=0

ainsi que

(A2 +y2) — 3(Az3 + y3) = Avz + yo — 3Ax3 — 3y3

= )\(:U2 — 31’3) + (y2 — 3y3)
=0

On a montré que AX +Y € F et donc

F' est un sous espace vectoriel de M1 (R).

(b) On a
x
F = Y EM371(R)‘—x+y+2z—Oety—3z

2
x

= y | € M31(R)|x =5bzety =3z
z
oz

= 3z ||z€eR
z
5

=<¢z| 3 |zeR
1
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()

1 —1 1
3. Dans M3 ;(R) on considere les vecteurs : u = ( 0 ), v = ( 0 ) et w = ( 1 )
1 2 1

(a) On montre que (u,v,w) est une famille libre de M1 (R). Soient (A1, A2, A3) € R? tels que

C’est-a-dire que

)\1—)\2+)\3 :O
>\1U+>\2U+)\3U}:0<':> )\3 =0
/\1"‘2)\2"‘/\3 =0
/\1—/\2 :0
=AM +H20n =0
A3 =0
/\1—/\2 :O
< 3)\2 =0 LQ(—LQ—Ll
)\3 :O

<:)/\1:/\2=)\3:O

La famille (u,v, w) est une famille libre de M3, (R).

(b) On cherche (Ar, Ag, A3) € R? tels que

4 M—X+Ay =4
)\1'LL+ )\QU + /\3w = -1 <~ )\3 =1
1 MA22 4Ny =1
)\1—>\2 :5
SN2 =2
As =1
/\1—/\2 :5
— 3/\2 =3 Lo+ Ly— 1L,
A3 —1
AN =4
<~ )\2 :—1
A3 =—1
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Exercice 11 - ECRICOME 2014

On considére la fonction f définie sur [0; +o00[ par :

1 siz=0
fo=1 .
(1§ 2) si x € ]0; +o0]

ainsi que la suite (uy, )y définie par :
u=¢e et YneN, u,1 = f(uy,)

1. On a pour tout x €]0; +oc[, x > 0 et In(1 4+ z) > 0 donc le quotient est positif et

Vo € [0;400[, f(z)>0.

Donc par récurrence Vn € N, u, = f(u,—1) > 0.

‘Pour tout entier n, u,, existe. ‘

2. On écrit un programme Scilab permettant de calculer uy.

u = J%e
n = input("Donnez un entier n")
for k=1:n
if u == 0 then
u=1
else
u = u /log(1l+u)
end
end
disp(u)
3. La fonction # — In(1 4 z) est continue sur ]0; +oo[ car 1 + 2 > 0

La fonction z — x est continue sur |0; +o0o[
La fonction f est continue sur |0; +o00[ est continue en tant que quotient de fonctions continues.

On étudie la continuité en 0. On calcule

1
I —lim— =l =1
x

(On reconnait un taux d’accroissement). Ainsi la fonction est continue en 0.

Montrer que f est continue sur [0; +ool.

4. La fonction z — In(1 + ) est C* sur |0; +oo[ car 1 +z > 0

La fonction x — z est C! sur |0; +o0|

La fonction f est C! sur ]0; 4+o00[ en tant que quotient de fonctions C*.
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5. Soit £ > e — 1. On a alors

f(x)gx@m—xgo
r—xn(l+ )

In(1+ x)

z(1—In(1+ x))
In(1+ ) =0

<0

Orln(l+z)>1donc1l—In(1+2)<0,z>0etIn(l+z)>0.

Donc f(x) < z.

De la méme fagon,
(x+1)n(z+1)>(x+1)<= (z+1)(In(z+1)—-1)>0

Orln(z+1)—1>0et x+1>0 ainsi

(x+1)In(z+1) > (x+1)

La fonction f est dérivable sur [e 4+ 1; 4+o00[. (montré a la question 4) et

/ In(l+z) — T2
M) = @)
- In(l+2)(1+z) -2
(1 +z)(In(x + 1))2

Or d’apres le résultat précédent, In(1+ z)(1 4+ z) —x > 1. Donc

Ve>ze—1, f'(x)>=0.

6. Nous montrons par récurrence les propositions &, : {Vn € N, e—1 < u,}
e Initialisation : On a ug = e > ¢ — 1. Donc la proposition &, est vraie.

e Hérédité : On suppose que la proposition &, est vraie pour un certain n € N. De plus,
rappelons que la fonction f est croissante sur [e — 1; +oo[. Ainsi

e—1<u, <= fle—1) < f(uy)
= e—1< Uy

La proposition &, est donc vraie

e Conclusion : |Vn € Nyu, > e — 1‘

7. On s’intéresse a la monotonie de la suite (u,),ey Comme w,, # 0, on calcule

Un+1 _ 1
u,  In(14u,)

Un+1
Unp,

Or u, >e—1= In(l + u,) > 1 ainsi < 1 La suite (uy,)nen est donc décroissante. Elle est

également minorée par e — 1.

La suite (u,)nen est donc convergente.
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Notons, ¢ la limite de la suite (u,). On a nécessairement

zzf(g)(:w:m(lig)
ln(l—l—ﬁ)ﬁ—@_o
S In(1+0)
((n(1 +0) — 1)
In(1+¢)

Ainsi, deux solutions sont possibles, f = 0ouln(14+/¢)—1=0<=(¢=e¢—1.OrVn € Nyu, > e—1,

=0

donc

La limite de la suite (u,) est e — 1.

Exercice 111 - ECRICOME 2005

On considere, pour tout entier naturel n, 'application ¢, définie sur R par :

VzeR, ¢,(2)=(1—-2)"e*
ainsi que l'intégrale :

1
I, :/ on (z) dx
0

On se propose de démontrer 'existence de trois réels, a, b, ¢ tels que :

& 1 .
In:a—i—ﬁ%—ﬁ—l—ﬁé(n) avec  lim e(n)=0

n——+oo
1. La fonction ¢y : x — e 2®

est une fonction continue sur [0;1] en tant que composée de fonction
continue. L’intégrale [, existe et

1
Ioz/ e 2dy
0

-1 n 1
76 J—
2 2
1 — —2
Donc Iy = 26

La fonction ¢; :  — (1 —z)e™* est une fonction continue sur [0; 1] en tant que composée et produite
de fonctions continues. L’intégrale I; existe et

1
I :/ (1—z)e >
0

On pose les fonctions
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Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 1]. A laide d’une intégration par partie, on obtient

l x)e—zx]1_1/16—2xdx
2 Jo
1 17-1
T2 2[2 }
71 1 [—e"
2 2\ 2 )
1 1 e2
R
—2
On obtient I; = 1+4€ )

2. Pour z € [0,1], on a 1 —z € [0, 1] et donc pour tout n € N

(1—2)"> (1 — )"
1 o x)n —2z > (1 )n—‘rl —2z

— / n —2:pdx >/ n+1 —2xdx

- In > In—i—l

La suite (I,,)nen est décroissante

3. Pour tout x € [0, 1], pour tout entier n,
1-2)">0= (1—2)"e*>0

- / "e2dr > 0

| Ainsi, Vn € N, I, > 0. |

4. La suite (I,)nen est décroissante et minorée par 0.

Donc la suite (1,,)nen est convergente.

5. On a

Vz €1[0,1], e < 1.

6. D’apres ce qui précede, on a
(1—2)"e*<(1—2)"

1 1
/ (1—z)"e *dr < / (1 —2z)"dx
0 0

_
— I <{_1(1—x)“+11

"= n—+1 0
— ]ngo_n—%—l

Ainsi
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7.

8.

10.

VneN, 0<I,<-1

1
Comme lim

= 0, d’apres le théoreme des gendarmes,
n—+oom 4+ 1

lim I, = 0.

n—-+o0o

La fonction ¢,11 est continue sur [0,1] en tant que composée et produit de fonctions continues.
L’intégrale existe et

2L, 1 = 2/ 7)1 x 27 dx

On définit

o) = (Lt =2
W(x)=—n+1)(1—-2)" v(x)=

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,1]. A Paide d'une intégration par partie, on obtient
1 1
20,1 = |—(1— :1:)”“6’2””}0 — / (n+1)(1 — 2)"e *dx
0
1
=0—(1)""e’ — (n+ 1)/ (1—z)"e *dx
0

c’est-a-dire,

VneN, 2L,,1=1—(n+1)I,

D’apres 'égalité précédente, on a
2Ly =1—nl,— I, <—=nl,=1—-1,—21,,

Or lim I, = hm 1,11 =0 donc
n—-+o0o n—

lim nl, =1.
n—-4oo

Toujours en utilisant 1’égalité précédente, on a

nl,—1=—1I, — 2,
<~ n(nl,—1)=-nl, —2nl,,
<~ nnl,—1)=-nl, —2(n+ Il + 2L,

Or d’apres les questions précédentes, lim I,,1 =0, lim nl,=1et lim (n+1)[,,; = 1. Ainsi,
n—-+00 n——+0o00 n—-+0o00

lim n(nl, —1)=-3.

n—-+00
11. En reprenant la relation
b ¢ 1 .
I, =a+ St E&t(n) avec ngrfooa(n) =0

On remarque que lim I, =a =0 et donc
n—-+00
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En multipliant ’expression par n et en remplacant a par 0, on obtient

n[n:b+£+—6(n) avec  lim e£(n)=0
n n n——+0oo

On remarque alors que lim nl, =b =1 et donc
n—-+0o00

b=1.
Enfin, en soustrayant 1 et en multipliant par n dans la relation pour I,, on a

n(l,—1)=c+e(n) avec lim e(n)=0

n—-+o0o

On remarque alors que 1_131 n(l,—1)=c= -3 et donc

c=—3.

En conclusion,

L,=1—-3 4 Le(n) avec lim,,ioe(n)=0

Exercice IV - ECRICOME 2018.

Partie I : Etude de suite

1. (a) La limite en 0 ne pose aucun probléme, c’est celle de In, on a donc

lim, .o f(x) = —o0.

En +00, on a une forme indéterminée ; mais on met tout sous un méme logarithme et on sait
que z/(z + 1) tend vers 1 donc

lim, 100 f(2) = limg 10 ﬁ +1In (x%) =0.

(b) Sur R%, f est dérivable comme somme et composée de fonctions usuelles dérivables. On a

d’ailleurs
1 1 1 — 1)? — 1 1
fla)=—— "+ - — _ ettt ) —ofetl) > 0.
(x+12 z x+1 r(x +1)2 z(x+1)2

On en déduit le tableau de variations de f

x 0 +00

/() +
0
f _
—00
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(c) Par définition de la suite (u,)

n+11 n 1
Unp1 — U, = Y ——In(n+1)—> —+1In(n)
= i b

1
= o —In(n+1) +1n(n)

On a bien u, 1 — u, = f(n).

(d) D’apres le tableau de variations de f, on voit que f(z) < 0 pour tout # > 0. En particulier,
f(n) < 0 pour tout entier n € N*, donc w1 —u, = f(n) <0 et

la suite (u,) est (strictement) décroissante.

(e) C’est un petit programme sans réelle difficulté que 'on peut faire avec une boucle for ou avec
une opération pointée. On propose les deux versions.

function y=u(n)
y=0;
for k=1:n

y=y+1/k;

end
y=y-log(n)

endfunction

ou bien

function y=u(n)
y=sum([1:n].7(-1))-log(n)
endfunction

2. (a) Soit n € N*,

B 1 +1
Un+1 Un = Un+1 n+1 Un,

1 1 1

- 1 —1 1
0Tl n+1+ n(n) —In(n+ 1)
1 n

- ey
n n+1
1 n+1

e
n n

et donc

vnﬂ—vn:%—ln(l—i—%).

(b) On pose la fonction g(x) = In(1 + ) — z. Cette fonction est dérivable en tant que somme de
fonctions dérivables sur R et
1 -

Vr e Ry, g’(x):x+1—1:x+1<0

La fonction g est donc strictement décroissante et g(0) = 0 donc la fonction g est négative ou
nulle. En conséquent

Ve >0, In(1+2z) <=z
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En appliquant cette inégalité a x = 1/n, on voit que v, 11 — v, > 0 ou encore que

la suite (v,) est croissante.

2
On pose la fonction A(z) =In(1 4+ z) — 2z — % La fonction A est dérivable sur [0; +oof et

1 l42—1—2—22 —x?
Wix)=1-— —r = = <0
(z) 1+2x v 14+ =z 1+x

La fonction h est donc strictement décroissante et h(0) = 0. La fonction h est donc strictement
négative. On en conclut que

1,2

1
En remplacant dans la derniere inégalité x par —, on a directement
n

1
VneN v, —v, < —
2n?

La série de terme général 1/2n? est convergente comme multiple d’une série de Riemann conver-
gente. Par comparaison pour les séries a termes positifs,

‘ la série de terme générale v,,1 — v, est donc convergente.

On note alors v la valeur de sa somme
+o0
Y= Z(Unﬂ — V).
n=1

Le calcul de la somme partielle de la série susnommeée fait apparaitre une somme télescopique;;

n—1

Z(UkJrl — V) = Up — U

k=1

Orvi=u; —1letu; =1doncv; =0et

Ainsi, (v,) est convergente et

. . —1
1My, oo Un = 1My, oo Y0 (kg1 — V) = 025 (Vk41 — Vi) = 7.

Cette question n’étant pas vraiment formulée; on interprete I’énoncé comme une demande de
justification de la convergence de (u,) et le calcul de sa limite. On voit que

1 1
VUp = Up — — < Up = Uy + —.
n n

Comme (v,,) converge et que 1/n — 0, on en déduit que

(u,) converge et a la méme limite que (v,), c’est a dire ~.

(v,) étant croissante et convergente vers v, (u,) étant décroissante et convergente vers 7, on a
bien I’encadrement demandé
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Vne N v, <v<u,.

Ceci permet de voir que

ce qui donne bien

(c¢) Le programme proposé permet de calculer une approximation de v a la précision eps pres
(rentrée par 'utilisateur). En effet, une telle approximation sera réalisée par un terme wu,, tel
que |u, — | < eps, ce qui, d’apres la question précédente a lieu des que 1/n < eps. Il suffit de
prendre le premier entier n tel que n > 1/eps, donné par [1/eps| + 1.

Partie II : Etude d’une série

1. (a) On a pour tout entier naturel non nul n,

1 1
2n —1>n <~ < -
" =" 2n—1"n
1 < 1
"n@2n—1) ~ n?
Donc, on a bien
1
angﬁ.

1
(b) La série de terme général —— est un multiple d'une série de Riemann convergente. Par compa-

raison de deux séries a termes positifs,

‘1& série de terme général a,, converge. ‘

2. (a) Observons que

SIS S UL BN S I
o 2k—=1 Sk 2k o 2k—=1 T2k Dk

et

‘on reconnait une décomposition des indices de sommation selon leur parité. ‘

(b) Tl suffit de mettre au méme dénominateur et de procéder par identification

1 o g — 1 _a2n—1)+fn
n2n—1) n  2n-—1 n2n—1)  n2n-—1)

20+ = 0
—a = 1

e o =1

g =2

-1 2
D n=— .
onc a e
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(c) On utilise les résultats des deux derniéres questions

ap = =) -+2) (d’apres 2b.)
k=1 ik =1 2k =1
= —Z+2< —Z) (d’apres 2a.)
ik ko 2ok
2n 1 n o
= 2y ——-2> —
=k ik
On a bien
2n: 2n 1
ap — 2 -
k=1 b1
3. (a) On revient a la définition de w,
2n 1 n o1
Usy —up, +1n(2) = > ——In(2n) — Y - +In(n) +In(2)
= i b
2n 1
= Y ——In(2) —In(n)+In(n) +In(2)
k=n+1 k
c’est-a-dire
2n 1
Ugp — Up + In(2) = Z —
k=n+1 k
(b) D’apres 2c. et 3a., on a
> >
ap = lim ag
k=1 Syt
2n 1
= Mmz g
= 2 nl_l)r_iI_loo (ugn — up, + In(2))

or, comme (u,) converge, us, et u, ont méme limite et leur différence tend vers 0. Donc

+o0
> ap =21n(2).
k=1

4. (a) On voit que

b1 K itk
" 1

a ;n(l—l—ﬁ)
1 & 1

- ﬁ,;wrg
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(b) On reconnait une série de Riemann, on a alors que

1+ —/ r+1

et on retrouve bien la valeur précédente
2n 1

Zak—2 lim ) p

_>
n +ook_ 1

Ainsi, on retrouve le résultat de la question précédente, a savoir

“+o0o
> a=2In(2)
k=1
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